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Resumo

Neste trabalho foi estudado o problema dinâmica de um elétron em dois sistemas unidi-

mensionais distintos: (1) rede não harmônica com interação elétron-fônon e sob a ação

de um campo elétrico estático aplicado paralelamente a ela e (2) rede harmônica com

desordem diagonal não correlacionada, com interação elétron-fônon e sob a influência de

ondas acústicas de superf́ıcie (SAW). Nos dois casos, foram utilizados formalismo quân-

tico para o estudo do elétron e uma Hamiltoniana clássica para as vibrações da cadeia.

Além disso, o acoplamento do ente quântico com a rede foi descrito a partir da energia

de transferência entre ı́ons vizinhos, com aquela sendo dependente da distância efetiva

destes. Foi aplicado o método numérico de expansão truncada de Taylor para a evolução

temporal da equação de Schrödinger dependente do tempo em ambos os casos, enquanto

para a dinâmica das deformações foram empregados métodos distintos (Euler e diferenças

finitas). Os resultados de (1) apontaram para a ocorrência de uma competição entre o

acoplamento elétron-fônon e o campo elétrico. O primeiro promove um par elétron-soliton

que se move ao longo da cadeia e o segundo aprisiona o elétron em torno de sua posição

inicial criando oscilações semelhantes às de Bloch. No sistema (2), a associação entre SAW

e a interação elétron-rede destroem o fenômeno da localização de Anderson permitindo o

transporte de carga, mesmo em ńıveis altos de desordem. Os ńıveis de precisão numérica

são aceitáveis e os cálculos estão em consonância com os preceitos teóricos.

Palavras-chave: Transporte Eletrônico. Desordem não correlacioanda. Campo Elétrico.

Ondas acústicas. Elétron-fônon. Rede de Morse.



Abstract

In this work we studied electron dynamics in two 1-D distinct systems: (1) anharmonic

lattice with electron-phonon interaction under the effect of a static parallel electric field

and (2) harmonic alloy with uncorrelated diagonal disorder, electron-phonon interaction

and under the effect of surface acoustic wave (SAW). In both cases we used quantum

mechanics formalism for the electron and a classical Hamiltonian for chain vibrations.

Moreover, electron-phonon coupling was described by a transfer energy function which

depends on relative distance of nearest neighbor ions. We developed numerical calculation

employing Taylor truncated expansion method for Schrödinger’s equation time evolution

operator and other two for lattice deformation (Euler and finite difference). Results (1)

point out to the existence of a competition among electron-lattice coupling and electric

field. The former promotes a electron-soliton pair formation, which moves along the chain

and the latter traps electron around initial position generating Bloch-like oscillations.

On system (2), association between SAW and eletron-phonon interaction promotes the

breakdown of Anderson localization and charge transport even in a high disorder level. We

had acceptable numerical tolerance and our calculations are in agreement to the theory.

Keywords: Electronic transport. Uncorrelated disorder. Electric field. Acoustic wave.

Electron-phonon. Morse lattice.
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1 INTRODUÇÃO

O objetivo proposto neste volume foi o de investigar propriedades de transporte em

baixa dimensionalidade na presença de desordem estrutural, em conjunto com termos de

interação.

Dentro deste ambiente, foram desenvolvidos alguns ensaios numéricos descrevendo, em

detalhes, o transporte de carga e suas especificidades.

Os sistemas estudados foram de dois tipos. Em ambos, teve-se por finalidade com-

preender a evolução temporal de um pacote eletrônico inicialmente localizado em torno

do centro do material, este representado nas simulações numéricas por uma cadeia unidi-

mensional de N átomos.

A primeira investigação consistiu em uma cadeia não harmônica sob atuação conjunta

de um campo elétrico estático e do acoplamento elétron-rede; neste tipo sistema não

linear, a presença de soliton na rede suscita uma dinâmica eletrônica caracteŕıstica, com

um considerável espectro de novos fenômenos.

O outro estudo estribou-se em uma cadeia harmônica com desordem local não cor-

relacionada na distribuição atômica, além da presença de interação elétron-fônon e da

incidência de ondas harmônicas de deformações da rede.

Visando a estabelecer uma ordem para a compreensão dos elementos apresentados, a

sequência de tópicos adotada neste trabalho segue, abaixo, exposta.

No restante do caṕıtulo 1, foram apresentados os principais modelos de condução

de carga em sólidos, além um resumo dos efeitos de interação estudados nos caṕıtulos

posteriores.

Os caṕıtulos 2 e 3 contêm os estudos elencados no objetivo do trabalho.

A conclusão desta obra foi desenvolvida no caṕıtulo 4 e, na sequência, foram inseri-

dos dois anexos contendo, cada um, artigos publicados em periódicos especializadas com

sistema de peer review referentes aos problemas aqui expostos.
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1.1 Transporte de carga antes do advento da Mecâ-

nica Quântica

1.1.1 Modelo de Drude

Logo após a descoberta do elétron por J. J. Thomson em 1897, no ano de 1900, o f́ısico

P. Drude, elaborou um modelo, baseado na teoria clássica, para descrever a condução

elétrica em metais (DRUDE, 1900; ASHCROFT; MERMIN, 2011). Sua ideia era descrever

um gás de elétrons livres (não interagentes) em conjunto com part́ıculas de carga oposta

(neutralidade elétrica do metal) e muito mais pesadas que aquelas, consideradas imóveis.

Isto bastava para tal representação, visto que, o estudioso considerou um metal como uma

união de elementos em que, somente aos elétrons de valência era permitido o movimento

no arranjo.

De modo semelhante ao gás ideal, a distribuição estat́ıstica das velocidades das part́ı-

culas é a de Maxwell-Boltzmann. Logo, a energia de translação do sistema corresponde a
3
2
kBT , onde kB é a constante de Boltzmann e T é a temperatura absoluta.

Em śıntese, as suposições da teoria são as seguintes:

a) As colisões entre elétrons e ı́ons são instantâneas e não correlacionadas. O espalha-

mento entre elétrons não é levado em consideração;

b) As interações entre part́ıculas devido a potenciais são desprezadas. Somente as intera-

ções relacionadas a campos externos aplicados ao sistema são consideradas;

c) A probabilidade de um elétron colidir em um tempo dt é dt
τ

, onde τ é o tempo livre

médio entre colisões e independe da posição e da velocidade da part́ıcula; e

d) Os elétrons atingem o equiĺıbrio térmico com sua vizinhança apenas por meio de co-

lisões. A velocidade de sáıda do ente é compat́ıvel com a temperatura da região em que

ocorreu o abalroamento.

Neste modelo, a corrente elétrica é caracterizada pelo movimento ordenado dos elétrons

de condução (part́ıculas livres). A resistência elétrica é associada às colisões entre elétrons

e ı́ons. Este julgamento não mais prospera devido à evolução dos trabalhos envolvendo

transporte de carga: a resistência elétrica é explicada pelo espalhamento do elétron em

modos de vibração da rede ou em defeitos desta.

Há restrições à aplicação indiscriminada do gás de elétrons livres nos metais. Tal

conjunto de hipóteses possui eficácia aproximada no estudo de elétrons de condução, não

podendo ser empregado em outros elétrons de valência de um metal, tampouco em elétrons

de valência de um isolante, pois não contribuem para a condutividade elétrica do sistema.
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1.1.1.1 Condutividade elétrica DC de um metal

A lei de Ohm expressa a relação entre a densidade de corrente j e o campo elétrico E

atuando sobre o material:

j = σE (1.1)

onde σ é a condutividade. Ao longo do texto, as variáveis em negrito representam gran-

dezas vetoriais. É posśıvel, por meio do modelo de Drude, deduzir (1.1).

Considerando n elétrons de condução por unidade de volume do sistema V e a carga

elementar −e, a densidade de corrente j torna-se:

j =
I

A
a =

∆Q

∆tA
a =
−neV
∆tA

a = −nev (1.2)

onde I é a corrente elétrica, A é a seção transversal sobre a qual os portadores de carga

incidem, a é o vetor normal a esta, ∆Q = −neV é o número de elétrons que passa por A,

e v é o vetor velocidade média destes.

Para um elétron de massa m, que tenha acabado de sofrer uma colisão, com velocidade

de sáıda vs, e que esteja sob a influência de um campo elétrico E, tem sua velocidade

final, em um tempo t antes da colisão seguinte, igual a

vf = vs −
eEt

m
(1.3)

Por se tratar de um gás de elétrons, a direção da velocidade de sáıda é aleatória,

portanto, sua média é zero. Como o tempo médio entre colisões é τ , a velocidade média

do conjunto de portadores de carga é:

v =< vf >= −eEτ
m

(1.4)

Substituindo (1.4) em (1.2), obtém-se:

j =
ne2τ

m
E (1.5)

Deste modo, ficou demonstrada a lei de Ohm a partir do modelo de Drude, com

σ = ne2τ
m

. O tempo de relaxação pode, agora, ser calculado a partir da expressão τ = mσ
ne2

.

Como a contribuição dada pelo campo elétrico é pequena em relação à velocidade de

cada elétron, então, na média, os elétrons movem-se na velocidade térmica vth, obtida,

portanto, a partir da equipartição clássica de energia 1
2
mv2th = 3

2
kBT .
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A distância média que os elétrons viajam entre duas colisões é chamada de caminho

livre médio, sendo este dado por ` = vthτ .

1.2 Teoria quântica e transporte eletrônico

1.2.1 Modelo de Sommerfeld

Em 1928, o f́ısico A. Sommerfeld desenvolveu sua teoria de gás de elétrons livres

para simular a condução de eletricidade em um metal aplicando o formalismo, ainda

incipiente, da Mecânica quântica (SOMMERFELD, 1928; ASHCROFT; MERMIN, 2011). Em

linhas gerais, o cientista utilizou a equação de Schrödinger em conjunto com o prinćıpio

de exclusão de Pauli (dois ou mais elétrons não podem ocupar o mesmo estado quântico)

para estudar o transporte de carga e outras propriedades.

Seja N elétrons confinados em uma caixa cúbica de lado L e volume V . O número

de elétrons por unidade de volume é, portanto, n = N
V

. Os entes livres movem-se sob

potencial constante U que, por simplicidade, foi igualado a zero. Além disso, estes não

interagem entre si, e nem com os ı́ons e sofrem espalhamento em direções aleatórias.

A partir das considerações dadas, a dinâmica eletrônica é descrita pela equação de

Schrödinger independente do tempo para um elétron livre:

− ~2

2m
∇2ψ(r) = Eψ(r) (1.6)

Uma solução para a eq. (1.6) é a onda plana (1.7), que representa a part́ıcula livre

com momento p = ~k, onde k = kx~x+ ky~y + kz~z é o vetor de onda e k = |k|.

ψk(r) =
1√
V
eikr

E =
~2

2m
k2 (1.7)

Apesar de tal resultado não ser adequado para descrever o estado do fermion, pois sua

posição torna-se indefinida e isto acarreta levar em consideração as influências das extre-

midades da caixa, faz-se necessário utilizá-lo no sentido de apresentar um entendimento

qualitativo do transporte de carga. Assim, (1.7) deve satisfazer as condições de contorno
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nas superf́ıcies da caixa, dadas por

kx = nx
2π

L

ky = ny
2π

L

kz = nz
2π

L
(1.8)

onde nx, ny, nz = 0,±1,±2, .... Tais condições (1.8) são periódicas no sentido de que (1.7)

possui, por exemplo, o mesmo valor em x e em L+ x, ou seja, eikxx = eikx(x+L).

1.2.1.1 O estado fundamental do gás de elétrons livres

De acordo com as condições de contorno periódicas, é posśıvel representar o sistema

por meio de uma rede de pontos no espaço de vetores de onda (espaço k). Cada ponto

representa dois elétrons de spins opostos (±~
2
). O volume que envolve cada ponto no

diagrama é (2π
L

)3. Logo, o número de pontos por unidade de volume é igual a ( L
2π

)3.

No estado fundamental, todos os N elétrons se arranjam para ocupar os estados de

menor energia posśıvel. Se N >> 1, os estados preenchidos formam uma esfera no espaço

k, centrada em k = 0, chamada de esfera de Fermi. O raio desta (kF ) é o vetor de onda

de Fermi e está associado ao estado em que o elétron está alocado na superf́ıcie da esfera.

A energia correspondente (energia de Fermi - EF ) é dada por

EF =
~2

2m
k2F (1.9)

O número de elétrons dentro da esfera de Fermi é dado pelo volume da esfera multi-

plicado pelo número de part́ıculas por unidade de volume da rede, ou seja, pela densidade

de elétrons no espaço k:

N =

[
4

3
πk3F

][
2

(
L

2π

)3
]

(1.10)

Rearranjando a equação (1.10), é posśıvel encontrar o raio e a energia de Fermi.

kF = (3nπ)
1
2

EF =
~2

2m
(3nπ)

1
2 (1.11)

onde n = N
V

= N
L3 é o número de elétrons por unidade de volume no espaço métrico.

A temperatura de Fermi é dada por TF = EF
kB

. A velocidade de Fermi de um elétron
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pode ser obtida do seguinte modo: mvF = ~kF .

Nos metais, a energia de Fermi é da ordem de 1-10 eV. Tal fato evidencia que a

energia cinética de um elétron de condução neste modelo é maior do que a determinada

pelo modelo de Drude.

1.2.1.2 Conditividade Elétrica

Ao se aplicar o campo elétrico de magnitude E ao sistema, o elétron livre, que satisfaz

(1.7) e (1.8), possui momento de intensidade igual a p = ~k. Considerando a segunda

lei de Newton, dp
dt

= −eE, então, após um tempo dt, o vetor de onda, originalmente k,

transforma-se em k′ = k + dk = k −
(
eE
~ dt

)
. Assim, o campo elétrico faz com que todos

os elétrons mudem de estado ao mesmo tempo, mantendo a configuração, no espaço k, na

forma da esfera de Fermi com o centro deslocado para o novo valor médio de vetores de

onda km. Logo, a equação da dinâmica dos entes quânticos é dada por

km =
−eE
~

t (1.12)

A resistência elétrica depende do espalhamento dos elétrons sobre as vibrações e sobre

os defeitos do metal. Como a variação da energia eletrônica é muito menor que a energia

de Fermi, somente aqueles que ocupam estados em torno da superf́ıcie da esfera de Fermi

contribuem para tal fenômeno. Os elétrons mais internos, para atingirem os estados de

part́ıcula livre, devem absorver uma quantidade muito grande de energia. Portanto, estes

não participam das mudanças de energia associadas à resistência elétrica do material.

O tempo médio de espalhamento é τ , análogo ao tempo de relaxação de Drude. Assim,

a velocidade de grupo dos elétrons é vm = ~km
m

. Sob efeito do campo elétrico, entre colisões,

torna-se:

vm =
−eEτ
m

(1.13)

A densidade de corrente é obtida utilizando o resultado da eq. (1.13) resultando a

expressão abaixo

j = −nevm = −ne
2Eτ

m
= σE (1.14)

Assim, obtem-se a expressão para a condutividade σ = ne2τ
m

, semelhante ao encontrado

por Drude.
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1.2.2 Modelo de Bloch

Na primeira metade do século XX, a descoberta dos raios X propiciou avanços no

estudo dos cristais no sentido de se confirmarem suas propriedades geométricas, como por

exemplo, a periodicidade da estrutura cristalina. Surgiu, então a necessidade de uma nova

descrição da dinâmica eletrônica, que inicialmente fora abrandada pelo f́ısico F. Bloch. Em

seu modelo, Bloch (1929) incorporou o fato de que a periodicidade da rede possui tamanho

de mesma ordem do comprimento de onda de de Broglie do elétron de Sommerfeld, a

mecânica quântica e a interação elétron-́ıon. Todavia, tais avanços concorreram com a

hipótese restritiva de que interações entre elétrons seriam desprezadas (aproximação de

elétrons independentes). Desta forma, o ente quântico percebe um potencial efetivo U(r)

e seus estados devem satisfazer à equação monoeletrônica de Schrödinger independente

do tempo. (
− ~2

2m
∇2 + U(r)

)
ψ = Eψ (1.15)

O peŕıodo do potencial U(r) é dado pelo vetor da rede de Bravais R. Assim, as

soluções para a eq. (1.15) podem ter a forma de uma onda plana multiplicada por uma

função com a periodicidade da rede

ψnk(r) = eik·runk(r) (1.16)

onde unk(r) = unk(r + R) para todo R na rede de Bravais e n é o ı́ndice de bandas,

configurando a existência de muitos autoestados independentes para cada vetor de onda

k. Em vista disso, o resultado em (1.16) pode ser reformulado para a igualdade

ψnk(R + r) = eik·Rψnk(r) (1.17)

que consiste no Teorema de Bloch. Este resultado é a descrição da dinâmica do elétron

em uma rede cristalina ordenada, homogênea e com interação somente entre elétron e ı́on.

Em um sistema macroscópico, os espaços entre os ńıveis de energia podem ter apro-

ximação infinitesimal, de modo que o espectro de autoenergias (En(k)) torna-se cont́ınuo

formando as bandas energéticas.

O modelo em tela trouxe implicações no estudo da condução dos elétrons. Ressalta-se,

dentre elas, que o ente se estende por todo o sistema e que tornou-se posśıvel explicar traços

distintivos entre condutores, semicondutores e isolantes. A. H. Wilson (WILSON, 1931a;

WILSON, 1931b) delineia tais categorias com base na aplicação da estat́ıstica de Fermi-

Dirac e do prinćıpio da exclusão de Pauli aos estados de Bloch no cristal. P. M. Morse e R.

Peierls (MORSE, 1930; PEIERLS, 1930) apontam para o fato de que quando muitos átomos
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estão próximos, seus ńıveis de energia formam regiões cont́ınuas denominadas bandas

energéticas e que existem entre elas espaços em que não existem orbitais eletrônicos (gap

de energia).

Assim, um cristal comporta-se como um isolante quando tem suas bandas de energia

totalmente preenchidas de elétrons ou vazias. A energia necessária para que ocorra a

mudança de orbital de um elétron situado no topo da banda é da ordem de dezenas de

eV , o que acaba dificultando a condução de eletricidade.

Para um semicondutor, a diferença de energia entre a banda preenchida e a banda

vazia é da ordem de 1eV , bastando uma excitação sobre o elétron mais energético para que

este alcance novos estados. Neste caso, os buracos também contribuem para o transporte

eletrônico. Estes são formados quando elétrons de valência elevam-se à banda de condução

deixando ligações covalentes incompletas, bastando uma pequena quantidade de energia

para que os demais ocupem a região, desta forma contribuindo para o transporte de carga

(NEAMEN, 2002).

A última classe de sistemas possui orbitais semi-preenchidos, o que requer um dispêndio

energético ainda menor para que os elétrons excitados transfigurem-se em elementos de

condução.

Nas seções seguintes foram relaxadas algumas hipóteses presentes no modelo de Bloch,

tais como a presença de desordem na rede e outros tipos de interação.

1.2.3 Modelo de Anderson

Em virtude dos problemas decorrentes do estudo de transições entre estados metálicos

e isolantes em sólidos, o f́ısico P. W. Anderson, no final da década de 1950, desenvolveu

um modelo em que elétrons independentes (não interagentes) movem-se sobre barreiras

aleatórias de potencial, sendo estas denominadas desordem do sistema (ANDERSON, 1958;

ABRAHAMS et al., 1979; ZALLEN, 2008; LIFSHITZ et al., 1988; KRAMER; MACKINNON, 1993;

MOURA, 2003; ELSNER et al., 1999). O objetivo era estudar os estados eletrônicos em

sistemas desordenados.

As conclusões obtidas pelo cientista e colaboradores foi a de que, no caso de desor-

dem, a natureza da função de onda pode mudar de estendida (p. ex. função de Bloch)

para localizada, o que evidenciaria o caráter isolante do sistema, dado que as amplitudes

concentram-se em uma pequena região da rede.

O significado de desordem, no contexto deste trabalho, está ligado a determinadas

imperfeições na estrutura e na composição das redes cristalinas. A distribuições aleatórias

de átomos diferentes e de lacunas pela rede, bem como a não periodicidade dos elementos

constitutivos dessa, são exemplos de sistemas desordenados.
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Colocando em termos qualitativos, os potenciais randômicos, tanto no espaço quanto

em intensidade, propiciam espalhamento do elétron gerando ondas refletidas e incidentes

de fases não coerentes nas barreiras em que a ”colisão”ocorre. Isto tem como resultado

interferências destrutivas das ondas espalhadas restando consideráveis as amplitudes dos

śıtios próximos da localização inicial do ente quântico. Quantitativamente, o envelope

da função de onda em tal situação possui decaimento exponencial no espaço, ou seja,

ψ(r) ∼ e(
r−ro
θ ) (LIFSHITZ et al., 1988; KRAMER; MACKINNON, 1993). O termo θ é o

comprimento de localização.

A representação do sistema pode ser obtida por meio de um hamiltoniano para o elétron

atuando em uma cadeia ŕıgida de ı́ons, em que somente estão presentes os potenciais

aleatórios dos elementos de rede e as energias cinéticas de translação (hopping) entre

śıtios vizinhos. Em redes unidimensionais, a forma tight-binding do hamiltoniano é

He =
∑
i

εiD
†
iDi +

∑
i 6=j

Vi,j(D
†
iDj). (1.18)

onde εi é o potencial aleatório do elemento i, Di e D†i são, respectivamente, os operadores

de aniquilação e de criação do elétron no locus i da rede e Vi,j é a integral de transferência

(ou amplitude de hopping) entre os śıtios i e j, que decresce rapidamente à medida que a

distância entre os ı́ons aumenta.

Os valores de εi são escolhidos aleatoriamente dentro de um intervalo de largura W ,

chamado de largura da desordem. A distribuição de probabilidade da variável aleatória

em questão é uniforme dentro do conjunto
[
−W

2
; W

2

]
.

Em sistemas tridimensionais, valores baixos de W ainda não são suficientes para eli-

minar as amplitudes dos elétrons estendidas pela rede, prevalecendo o comportamento

metálico do sistema. A partir de um valor cŕıtico de W = Wc, o sistema passa a apresen-

tar caráter isolante, o que significa que somente se verificam estados localizados da função

de onda.

Para encontrar os autovalores do hamiltoniano (1.18), empregou-se a expansão dos

autoestados na base dos orbitais ψ =
∑

i ci|i > na equação de Schrödinger independente

do tempo (Hψ = Eψ), culminando em:

Eci = εici +
∑
j

Vijcj (1.19)

A compreensão do efeito da desordem sobre a extensão do pacote de onda na eq. (1.19)

pode ser dada a partir da análise em dois casos limites e com a simplificação do termo

de hopping, de modo que sua magnitude seja constante e diferente de zero somente nos

vizinhos mais próximos. Nos demais elementos, Vij = 0. Sob tais condições, a eq. (1.19)
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pode ser reduzida a

Eci = εici + V (ci−1 + ci+1) (1.20)

No caso em que não há desordem, todas as energias on-site (εi) são iguais, o que

permite adotar um referencial em que εi = 0 para todo i. Assim, são obtidos resultados

semelhantes ao preconizado pela teoria de Bloch (onda estendida). Para uma rápida

visualização, adotou-se ci = c0e
ink como solução de (1.20). Tal feito devolve E(k) =

2V cos(k), o que corresponde à banda cristalina da teoria de Bloch.

A situação oposta ocorre quando W 6= 0 e V = 0. Não havendo termo cinético, os

orbitais deixam de possuir regiões superpostas, fazendo com que o elétron permaneça

localizado na região em que seu pacote de onda se encontrava inicialmente.

Baseando-se nas duas ocorrências, seria posśıvel inferir que a formação de estados

localizados aparenta ter relação bivariada (W e V )? Ao investigar o fato, Anderson

verificou, por meio de métodos perturbativos que a transição metal-isolante é governada,

em parte, pela razão W
V

. Valores altos do quociente podem implicar a localização do

elétron na rede (ANDERSON, 1958).

Com a finalidade de encontrar uma relação quantitativa do grau de localização de

um estado s, Kramer e MacKinnon (1993) propuseram utilizar a razão de participação,

grandeza com intervalo de medição [1, N ], que assume valores mais altos para estados

estendidos. Sua expressão matemática possui a forma

ξ = 1/
∑
n

|c(s)n |4 (1.21)

onde c
(s)
n é o coeficiente da função de onda independente do tempo no estado s e no śıtio

n (n = 1, ..., N).

Outras medidas podem ser constrúıdas para a aferição do caráter de cada estado ele-

trônico, tais como o desvio médio (σ), conforme eq. (1.22) e o comprimento de localização,

este já mencionado anteriormente.

σ =

√∑
m

[m− (
∑
n

(n)|c(s)n |2)]2|c(s)m |2. (1.22)

Convém lembrar que tais grandezas também podem ser determinadas na dinâmica do

elétron, para cada instante t.

A transição metal-isolante de Anderson é dependente do número de dimensões do

sistema estudado. A teoria de escala da localização surgiu a partir de uma reformulação na
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teoria de Anderson proposta por Thouless (EDWARDS; THOULESS, 1972; LICCIARDELLO;

THOULESS, 1975). Neste trabalho, foi descrita a formulação apresentada em Abrahams

et al. (1979). A ideia é a de que, em T = 0, a condutância G de um sistema desordenado

depende de Ld, onde L é a escala de comprimento do sistema e d é o número de dimensões

do mesmo.

As grandezas caracteŕısticas para o estudo do comportamento dos materiais proposta

por Anderson, W e V , podem ser mapeadas, respectivamente, em dE
dN

, que é o espaçamento

médio entre os ńıveis de energia e em ∆E, representando a média geométrica da flutuação

dos ńıveis de energia causada pela substituição de condições de contorno periódicas por

aperiódicas. Para apresentar o cálculo da condutância, segue-se o exposto em Moura

(2003), Dias (2011).

No limite macroscópico, existe uma conexão entre ∆E e a condutividade elétrica σ.

Com o prinćıpio da incerteza, pode-se estabelecer

∆E =
~
tD
, (1.23)

onde tD é o tempo que um pacote de onda leva para ser difundido até os contornos da

caixa de tamanho L.

Considerando movimento Browniano do elétron no interior da caixa, pode-se escrever

tD =
L2

D
, (1.24)

onde D é a constante de difusão. Usando a relação de Einstein entre a condutividade e a

difusão, obtém-se

σ = e2Dn(E), (1.25)

onde e é a carga do elétron e n(E) é a densidade média de estados.

A partir da combinação de (1.23)-(1.25), foi escrita a relação entre ∆E e σ

∆E =
σ~

e2(L2n(E))
(1.26)

A densidade média de estados pode ser escrita em função do espaçamento entre os

ńıveis de energia dE
dN

:

n(E) =
1

Ld dE
dN

(1.27)

Deste modo, Thouless e seus colaboradores chegam ao seguinte resultado, a partir do

estudo da relação entre a fórmula de Kubo-Greenwood para a condutância e a resposta

à perturbação das condições de contorno na caixa Ld (ABRAHAMS et al., 1979; LICCIAR-
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DELLO; THOULESS, 1975)

V

W
=

∆E
dE
dN

=
2~
e2
G(L) =

2~
e2
σLd−2, (1.28)

onde G(L) é a condutância em um volume Ld.

Estados estendidos são senśıveis a mudanças nas condições de contorno (∆E > dE
dN

),

em contrapartida a estados localizados.

Com o intuito de simplificar a análise, construiu-se a variável g(L) = 2~
e2
σLd−2. Esta

é a condutância adimensional generalizada, ou número de Thouless. De acordo com a

teoria da escala, se é conhecida a condutância g(L0) em um sistema de tamanho L0, é

posśıvel obter g em uma escala diferente, L = L0b. Assim, a condutância de um sistema

ampliado depende da condutância do sistema original.

g(bL0) = f(b, g(L0)). (1.29)

A condutância g(L) Para se ter um conhecimento sobre a variação de g(L), torna-se

necessário escrever 1.29 em uma quantidade que não seja dependente de escala

d ln g

d lnL
= β[g(L)], (1.30)

onde β[g(L)] é uma função que depende de g(L).

A fim de se compreender o comportamento de β[g(L)], é necessário investigar as formas

de g em valores extremos. Quando g >> 1, o material é um condutor, estando g no campo

de validade da lei de Ohm

g ≈ 1

R
=

1

ρ

A

L
=

1

ρ

Ld−1

L
⇒ g ≈ σ0L

d−2. (1.31)

Neste caso, devido à aproximação β[g(L)] = d− 2− c1
g
, onde c é uma constante. Para

a situação oposta (g << 1), ocorre a localização do elétron fazendo com que condutância

esteja limitada a uma região espećıfica da rede, com decaimento exponencial.

g ∝ e−
L
θ ⇒ β[g(L)] = −L

θ
= ln g (1.32)

A teoria de escala estabelece um v́ınculo entre a dimensão do sistema desordenado e o

comportamento da condutância no limite termodinâmico. Quando β > 0, a condutância

cresce à medida que o tamanho do sistema L aumenta. Por outro lado (β < 0), g decresce

com o aumento de L. Os limites β > 0 e β < 0 representam dois regimes bem distintos. O

caso β < 0 representa claramente um regime isolante (com estados localizados) no limite
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termodinâmico.

O limite β > 0, por seu turno, relaciona-se à existência de estados metálicos (estendidos

pela cadeia). Adiante, tais afirmações foram explicadas.

Em uma rede unidimensional, o valor de β é sempre negativo, portanto, sistemas de

maior tamanho implicam condutâncias menores, ou seja, os elétrons, em redes grandes,

permanecem localizados.

As cadeias bidimensionais possuem comportamento semelhante ao exposto para o

primeiro tipo de cadeia, sendo necessário observar a região assintótica β → 0, em que

g >> 1. Ao integrar β, tem-se:

g = g0 − c ln
L

L0

, (1.33)

onde L0 é o menor tamanho do sistema admisśıvel pela teoria e g0 = g(L0). Isto significa

que, mesmo naquela região, os estados permanecem localizados.

As consequências mais intrigantes da teoria estão no caso tridimensional, pois β pode

ser tanto positivo (para g >> 1) como negativo (para g << 1). Há um valor g = gc

denominado condutância cŕıtica e ocorre quando β = 0. Tal ponto, instável, indica que

aquela medida é independente do tamanho do sistema. Logo, para g > gc, o sistema

possui estados estendidos, pois g aumenta com L. Quando g < gc, os estados tornam-se

localizados, pelo motivo inverso. Assim, fica caracterizada a possibilidade de existirem

condutores e isolantes com desordem para redes tridimensionais, o que não ocorre nos

outros dois casos.

1.3 Efeitos de interação

Nesta seção foram apresentados outros fatores, distintos das relações já estudadas entre

elétrons e ı́ons, que também interferem no processo de transporte de carga. A lista não é

exaustiva, contudo, é suficiente para a compreensão dos sistemas estudados ao longo da

obra.

1.3.1 Campo elétrico

De acordo com F. Bloch (BLOCH, 1929), a descrição de um elétron em um cristal

ordenado e com potencial periódico é dada por meio de uma onda plana modulada por

uma função periódica. Em tal sistema, existem regiões energéticas permitidas para a

existência do ente (bandas) (MORSE, 1930). Deste modo, somente pode haver conjuntos

limitados de vetores de onda k no sistema. Esses grupos são denominados zonas de
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Brillouin.

Em consonância com o exposto na seção 1.2.2, o rol de energias permitidas depende de

k. Ao se inserir um campo elétrico constante, a força decorrente proporciona o aumento

da intensidade de k ao longo do tempo carregando o ente quântico para estados com maior

energia. Todavia, o incremento não pode ser ilimitado, por haver limites permitidos para o

vetor de onda no interior do cristal. Destarte, ao ganhar energia suficiente para ultrapassar

o topo da banda, o elétron sofre uma reflexão de Bragg, limitado seu movimento à zona

reduzida de Brillouin.

As demosntrações matemáticas de tal fenômeno podem ser vistas, sob diferentes as-

pectos em Bloch (1929), Zener (1934), Hartmann et al. (2004). Em linhas gerais, o modelo

de dinâmica eletrônica em uma rede harmônica, com campo elétrico de intensidade F ,

atuando paralelamente a ela, pode ser descrito pelo hamiltoniano clássico

H =
p2

2m
+ U(r)− eFr U(r) = U(r + R). (1.34)

Aplicando as equações de Hamilton (v = ∂H
∂p

e dp
dt

= −∂H
∂r

) para a eq. 1.34 e, em seguida,

”quantizando”o momento do elétron (p→ ~k), obtém-se

v =
1

~
∂ε(k)

∂k
(1.35)

k̇ =
eF

~
(1.36)

onde ε(k) é a energia do elétron livre e e é a carga absoluta deste.

Conforme a eq. 1.36, a taxa de variação de k é igual à força elétrica dividida por ~, o

que leva a

k = k0 +
eF

~
t. (1.37)

Portanto, o valor de k aumenta uniformemente com t. Não obstante, já foi mencionado

que o crescimento do vetor de onda é limitado pelas zonas de Brillouin.

Em um cristal unidimensional, o intervalo permitido de valores de k é
[
−π
a
, π
a

]
, onde

a é o peŕıodo do potencial da rede. Então, quando o elétron chega até k = π
a
, este

sofre reflexão de Bragg, reaparecendo instantaneamente em k = −π
a

e seguindo com sua

dinâmica no sentido do incremento de k.

Com base na eq. (1.35) e na periodicidade da função ε(k) para o cristal, a velocidade

do elétron oscila em
[
−π
a
, π
a

]
.
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O peŕıodo da oscilação é τosc = 2π~
eFa

e seu comprimento é L = − 1
eF

[ε(π
a
)−ε(−π

a
)]. Após

um ciclo (t = τosc), o elétron retorna a sua posição inicial.

1.3.2 Interação elétron-fônon e ondas acústicas de superf́ıcie

Em linhas gerais, a interação elétron-fônon se faz por uma abordagem aproximada, que

tem por objetivo principal considerar os efeitos do movimento atômico sobre o transporte

de carga.

Os elementos da rede possuem mobilidade baixa em relação ao elétron, dado que,

em baixas temperaturas, a frequência de oscilação do segundo ente é cerca de 100 vezes

superior à do primeiro. Deste modo, os ı́ons movimentam-se em torno de seus pontos de

equiĺıbrio. Apesar do deslocamento limitado, as vibrações da rede influenciam na dinâmica

eletrônica, caracterizando as interações elétron-fônon. Tal fenômeno torna a equação de

Schrödinger não linear, e esta mostra-se adequada para descrever o sistema, tanto para

fônons acústicos quanto para fônons ópticos (YAMADA; IGUCHI, 2010; DATTA; KUNDU,

1996).

Estudos iniciais em que a equação foi desenvolvida a partir das relações entre elétron

e rede foram propostos por Holstein (HOLSTEIN, 1959a; HOLSTEIN, 1959b). O autor

analisou uma cadeia cristalina de N śıtios, unidimensional e com interação elétron-rede.

O hamiltoniano do sistema foi dado por

H =
N∑
j=1

[
1

2M
P̂ 2
j +

Mω2

2
X̂2
j + J(c†jcj+1 + c†j+1cj) + εjc

†
jcj + AX̂jc

†
jcj

]
, (1.38)

onde X̂j é o operador posição do elemento j da rede, P̂j é o operador momento em j,

J é o termo de hopping entre vizinhos mais próximos, c†j e cj são, respectivamente, os

operadores de criação e de aniquilação do elétron no locus j da rede, εj é a energia local

do śıtio j e A é um parâmetro associado à energia eletrônica nos śıtios da rede.

A solução do problema, na aproximação adiabática, inicia-se pela suposição de que o

estado do sistema é dado por uma combinação de funções (|φ〉) de onda em cada śıtio:

|ψ〉 =
N∑
j=1

aj(x1, x2, ..., xN)|φj〉, (1.39)

onde a base |φj〉 é ortonormal.

Aplicando o desenvolvimento de (1.38) de acordo com Holstein (1959a), Dias (2011),



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 16

no estado |ψ〉, encontra-se o valor esperado do hamiltoniano no estado |ψ〉.

〈ψ|H|ψ〉 =
N∑
j=1

[
A2

2Mω2
|aj|4 + Ja∗j(aj+1 + aj−1)

]
, (1.40)

e a equação não linear de Schrödinger

i~a′j(t) = J [aj+1(t) + aj−1(t)]− χ|aj(t)|2aj(t), (1.41)

onde χ = A2

Mω2

Outros trabalhos, por sua vez, visaram a estudar as interações elétron-fônon inserindo

acoplamento via termo de hopping. A construção matemática de Su-Schrieffer-Heeger

(SSH) (SU et al., 1979; SU et al., 1980), para analisar o comportamento das alterações

espećıficas no poliacetileno, conseguiu, com considerável sucesso, introduzir a dinâmica

atômica e investigar a dinâmica eletrônica neste ambiente.

O modelo SSH é um modelo descrito por um hamiltoniano harmônico similar ao apre-

sentado na eq. 1.38. Entretanto, vale salientar duas diferenças fundamentais entre o SSH

e a abordagem de Holstein: 1) o modelo SSH contém energia diagonal estática, descrita

pela distribuição atômica e o tempo de hopping é descrito por uma forma funcional de-

pendente da posição atômica dos vizinhos; 2) enquanto o modelo de Holstein consiste

em uma única equação de Schrödinger não linear efetiva, o modelo SSH considera duas

equações: a dinâmica eletrônica através da equação de Schrödinger e a dinâmica da rede

através da equação de Hamilton.

Ou seja, no modelo SSH tem-se a oportunidade de acompanhar, por meio de expressões

distintas, a dinâmica da rede e o transporte de carga. Como mencionado anteriormente,

um dos pontos importantes do SSH é a elaboração do termo de hopping. Diferente do

termo J apresentando na eq. 1.38), na teoria SSH o termo de hopping não é constante;

a energia de interação entre os primeiros vizinhos n e m (tn,m) depende linearmente da

deslocamento relativo dos átomos nas posições n e m. Desta feita, o termo de acoplamento

entre o elétron e a rede fica, na teoria SSH, inserido por meio do v́ınculo entre a energia

de hopping e a posição relativa dos primeiros vizinhos.

Na abordagem SSH, o termo de hopping diminui a medida que os átomos se distanciam;

por outro lado, átomos próximos apresentam hopping maior. Os autores consideraram

que tal termo seria proporcional à distância entre átomos vizinhos (tn,m ≈ 1−α(xn−xm)).

Assim, a rede em equiĺıbrio (xn − xm = 0) é representada por átomos acoplados com ter-

mos de hopping constantes e iguais a 1. Quando (xn− xm) < 0, os átomos vizinhos estão

próximos e, portanto, com hopping forte; para (xn − xm) > 0 , átomos ficam distantes e,

em consequência, apresentam hopping fraco (< 1). Usando esta abordagem, os autores
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resolveram, de forma separada, a dinâmica da rede e a do elétron, considerando o acopla-

mento dos entes. O modelo SSH (SU et al., 1979; SU et al., 1980) teve considerável sucesso

para entender o transporte de carga em poĺımeros longos como o trans-poliacetileno.

A abordagem proposta no trabalho SSH abriu um grande leque de possibilidades den-

tro do framework de modelos com interações elétron-fônon. Um dos pontos importantes

da abordagem SSH foi a utilização de uma aproximação harmônica para o acoplamento

inter-atômico. Ou seja, na teoria proposta por Su-Schrieffer-Heeger, os átomos são aco-

plados por molas ”simples”, que obedecem a lei Hooke. Esta consideração, apesar de ser

suficiente para representar as vibrações atômicas em baixa temperatura, não passa de

uma simplificação.

Em alguns trabalhos recentes do prof. M. G. Velarde, uma abordagem análoga ao

SSH foi proposta, acrescida da consideração de uma rede não-harmônica (VELARDE, 2010;

CHETVERIKOV et al., 2012). Em boa parte de seus estudos anaĺıticos e numéricos, Velarde

e colaboradores usaram uma rede de Morse. A rede de Morse é representada por um

potencial exponencial cuja a primeira aproximação é o modelo não linear de Fermi-Pasta

Ulam (VELARDE, 2010). Outra diferença importante entre a abordagem de Velarde e o

modelo SSH foi a definição do termo de hopping. Para o caso com rede não linear, foi

utilizado tn,m = e[−α(xn−xm)] (VELARDE, 2010; CHETVERIKOV et al., 2012).

Tal abordagem é equivalente ao caso SSH para pequenos deslocamentos, entretanto,

ela oferece possibilidade de uma descrição mais eficiente, quando vibrações não lineares

estão presentes. O principal resultado encontrado por Velarde e colaboradores foi o forte

acoplamento entre as vibrações solitônicas existentes na rede de Morse e o pacote eletrô-

nico. Em linhas gerais, os solitons de alta velocidade de propagação aprisionam o elétron

arrastando o mesmo ao longo da rede com poucos termos dissipativos.

Outro ponto relevante dentro dos estudos de interação eletron-fônon (seja via teoria

SSH ou inclusive via abordagens semelhantes) é considerar a incidência de ondas acústicas

de superf́ıcies (SAW).

Vale salientar que este tipo de onda (SAW) vem sendo estudado com bastante ênfase

na literatura atual (SHILTON et al., 1996a; SHILTON et al., 1996b; MCNEIL et al., 2011).

Alguns trabalhos recentes mostraram a possibilidade de controlar o movimento eletrô-

nico entre dois pontos quânticos (MCNEIL et al., 2011). Usando basicamente a incidência

de SAW, os autores causaram um movimento tipo ”ping-pong”entre os dois pontos quân-

ticos. Entretanto, vale salientar que nenhuma explicação teórica detalhada e definitiva

foi ofertada para este fenômeno observado experimentalmente. Do ponto de vista teórico,

é posśıvel modelar o bombeamento de SAW considerando, por exemplo, uma das extre-

midades do material preso a um oscilador simples (esta é uma das formas de simular o

bombeamento de SAW).
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Neste trabalho foram explorados diretamente estes problemas. Considerou-se, teori-

camente, a presença de SAW, campos elétricos, interação elétron-fônon e desordem para

que fosse investigado, em detalhe, o transporte de carga sob essas condições.

No caṕıtulo 2, foi estudado o problema da rede de Morse dentro da abordagem descrita

por Velarde (VELARDE, 2010; CHETVERIKOV et al., 2012), acrescido do termo de campo

elétrico estático. No caṕıtulo 3, observou-se uma representação semelhante a modelo

harmônico SSH, além de ter sido introduzida a desordem estrutural, bem como a presença

de ondas acústicas.



2 REDE DE MORSE COM

CAMPO ELÉTRICO

2.1 Introdução

Neste caṕıtulo, foram estudadas as interações entre um tipo de sistema elétron-rede

não linear de baixa dimensionalidade (D = 1), com número total de śıtios N e um campo

eletrostático aplicado paralelo à rede. Foi induzido, neste sistema, um modo solitônico e foi

verificada sua influência, em conjunto com o aludido campo, sobre o transporte eletrônico.

Convém lembrar que a rede possui tratamento matemático associado à mecânica clássica,

enquanto que a descrição do elétron foi feita com ase na teoria quântica. Vale, ainda,

observar que, salvo disposição em contrário, expĺıcita no texto, foram tomados como

sinônimos os termos elemento de rede, átomo e ı́on.

2.2 O Modelo

Nesta seção foi apresentado o modelo e o método numérico empegado para resolvê-lo.

A rede é composta de elementos de massa unitária (mn = 1) distribúıdos ao longo de

uma linha. Estes interagem entre si, por meio de um tipo de força não harmônica. A

energia potencial associada, denominada potencial de Morse atua em relação aos elementos

vizinhos próximos, de acordo com a eq. (2.1)

Un,n-1 = C1

{
1− exp [−C2(qn − qn−1)]

}2

. (2.1)

De acordo com Henning et al. (2007), qn é o deslocamento do ente localizado no śıtio

n, C1 representa a energia t́ıpica de ligação e C2 é um parâmetro de alcance do referido

potencial.

Cada elemento n da rede possui energia cinética, dada por p2n
2mn

e, desta forma, com
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base em Henning et al. (2007), determinou-se o modelo do hamiltoniano da rede

Hlattice =
∑
n

p2n
2mn

+ C1

{
1− exp [−C2(qn − qn−1)]

}2

, (2.2)

onde pn é o momentum. Neste trabalho, foram efetuadas transformações adimensi-

onais nas grandezas envolvidas com o intuito de que fossem suprimidas as constan-

tes, conforme apresentado por Henning et al. (2007): qn → C2qn ; pn → pn/
√

2C1 e

Hlattice → Hlattice/(2C1).

Por sua vez, o elétron livre, que percorre a rede, tem seu hamiltoniano composto de

dois termos (HENNING et al., 2007)

He =
∑
n

[(n−N/2)eE]D†nDn +
∑
n

Vn,n−1D
†
n(Dn−1 +Dn+1). (2.3)

em que D†n e Dn são, respectivamente, os operadores de criação e de aniquilação para o

elétron no śıtio n, eE representa a força elétrica que atua sobre a carga e e Vn+1,n é a

amplitude de hopping.

O primeiro termo do hamiltoniano é relativo à energia potencial elétrica (interação

elétron-campo) ([(n − N/2)eE]D†nDn); e o segundo corresponde às interações entre a

amplitude de probabilidade em n e os śıtios vizinhos n− 1 e n+ 1 (Vn+1,n(D†n+1Dn)). O

termo −eEN/2 é uma constante, que não altera os cálculos das grandezas de interesse.

Este não passa de um artif́ıcio empregado para que se evite trabalhar com números de

ordens de grandeza muito discrepantes, o que prejudicaria os resultados obtidos a partir

do procedimento computacional utilizado.

Convém lembrar que há energia de interação entre a amplitude de probabilidade do

elétron no śıtio n e o próprio núcleo n, energia on-site, dada por εnD
†
nDn. Todavia, os

elementos da rede são idênticos, tornando o valor constante, o que pode, por convenção

(εn = 0), tal termo ser abolido da expressão do hamiltoniano do elétron.

O hopping Vn+1,n depende da distância relativa entre duas moléculas consecutivas

da cadeia Vn+1,n = −V exp [−α(qn+1 − qn)]. O valor α representa o grau de influência do

deslocamento relativo (em unidades de espaçamento de rede) em Vn+1,n, ou seja, determina

a força do acoplamento rede-elétron (em unidade de 1/C2). Para deslocamentos pequenos,

o termo converge para o exposto na aproximação SSH: Vn+1,n ≈ −V [1−α(qn+1− qn)] (SU

et al., 1979). No espaço dos elementos da rede, pode-se representar a função de onda

do elétron dependente do tempo da seguinte forma |Φ(t)〉 =
∑

n fn(t)|n〉, onde fn(t) é

a amplitude de Wannier. Isto significa que a probabilidade de se encontrar o elétron no

śıtio n é dada por |fn(t)|2. Inicialmente, o elétron foi inserido no śıtio N/2.

Desta forma, tem-se |Φ(t = 0)〉 = δn,N/2|n〉.
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A fim de se obter a equação da dinâmica do elétron, basta escrever a equação de

Schrödinger dependente do tempo utilizando o hamiltoniano do elétron (He) e a notação

ket.

i~
d|Φ(t)〉
dt

= He|Φ(t)〉 (2.4)

Em seguida, foi obtida a equação em termos dos orbitais fn(t) e foram separadas cada

uma das componentes |n〉 em novas equações do tipo

~i
dfn(t)

dt
= [(n−N/2)eE]fn(t)− V exp [−α(qn+1 − qn)]fn+1(t)

− V exp [−α(qn − qn−1)]fn−1(t) (2.5)

Para a resolução do problema, foi necessário tornar as grandezas calculadas adimen-

sionais, conforme proposto por Henning et al. (2007). Assim, adotou-se ~ = 1 e uma

mudança na escala temporal foi realizada de modo a incluir a frequência correspondente

às oscilações harmônicas em torno do potencial de Morse mı́nimo (Ω). Ao se realizar a

mudança t→ Ωt, a equação (2.5) torna-se

i
dfn(t)

dt
= [(n−N/2)F ]fn(t)− τ exp [−α(qn+1 − qn)]fn+1(t)

− τ exp [−α(qn − qn−1)]fn−1(t) (2.6)

Onde τ = V/(~Ω) representa a diferença de escala temporal entre a dinâmica do elétron

e as vibrações da rede e F = eE/(~Ω) é um campo elétrico adimensional. A dinâmica

da rede pode ser encontrada por meio da formula de Hamilton dpn(t)
dt

= − ∂H
∂qn(t)

. Como

H = He+Hlattice e He é um operador quântico, torna-se imperativo determinar seu valor

esperado a fim de aplicá-la corretamente ao caso. Logo, H = 〈Φ(t)|He|Φ(t)〉+Hlattice e,

em consequência, a dinâmica da rede é

d2qn(t)

dt2
= {1− exp [−(qn+1 − qn)]} exp [−(qn+1 − qn)]

− {1− exp [−(qn − qn−1)]} exp [−(qn − qn−1)]

+ αV {(f ∗n+1fn + fn+1f
∗
n) exp [−α(qn+1 − qn)]

− (f ∗nfn−1 + fnf
∗
n−1) exp [−α(qn − qn−1)]} (2.7)

Dada a descrição da dinâmica do sistema, apresentam-se, a seguir, os métodos numé-

ricos empregados para a solução do caso.

A evolução temporal dos estados de um sistema quântico, para intervalo de tempo

infinitesimal, é dada pelo operador U(to + dt; to) = 1 − iHedt
~ conforme apresentado em



CAPÍTULO 2. REDE DE MORSE COM CAMPO ELÉTRICO 22

Sakurai (1994). Para intervalos maiores, procede-se à relação U(t + dt; to) = U(t +

dt; t)U(t; to). A partir deste resultado, é posśıvel determinar a equação de Schrödinger

para a evolução temporal cuja solução, para um hamiltoniano independente do tempo, é:

U(t; to) = exp [−iHe(t− to)].

Em sua forma final, a dinâmica do elétron torna-se |Φ(t+ δt)〉 = U(δt)|Φ(t)〉.

Nos trabalhos de Sales e Moura (2014), Moura (2011) foi determinado um proce-

dimento numérico com base na expansão em série de Taylor do operador de evolução

temporal dado por:

U(δt) = exp (−iH̃eδt) = 1 +
no∑
l=1

(−iH̃eδt)
l

l!
(2.8)

onde H̃e é o hamiltoniano do elétron (eq. 2.3) com hopping normalizado Ṽn+1,n =

−τ exp [−α(qn+1 − qn)].

A obtenção H̃ l
e no estado |Φ(t)〉 deu-se por meio do uso de uma fórmula recursiva.

Seja Zn um operador aplicado em |n〉, tal que H̃e|Φ(t)〉 =
∑

n Zn|n〉. Sua expressão é:

Zn = [(n−N/2)F ]fn(t)

− {τ exp [−α(qn+1 − qn)]}fn+1(t)

− {τ exp [−α(qn − qn−1)]}fn−1(t) (2.9)

Para o hamiltoniano eletrônico com expoente 2 aplicada no estado |Φ(t)〉, obtém-

se H̃2
e |Φ(t)〉 = H̃e

∑
n Zn|n〉. Em consequência, para o expoente l, tem-se H̃ l

e|Φ(t)〉 =

H̃e

∑
n Z

l−1
n |n〉. Assim, é posśıvel encontrar Z l

n, como evidenciado em (2.10)

Z l
n = [(n−N/2)F ]Z l−1

n

− {τ exp [−α(qn+1 − qn)]}Z l−1
n+1

− {τ exp [−α(qn − qn−1)]}Z l−1
n−1, (2.10)

Como H̃ l
e|Φ(t)〉 =

∑
n Z

l
n|n〉, esta igualdade pode ser aplicada a cada termo da expan-

são de (2.8) para que, em seguida, seja calculado o estado |Φ(t+ δt)〉 =
∑

n fn(t+ δt)|n〉.

Por sua vez, as equações que regem o comportamento da rede unidimensional (2.7)

foram resolvidas por meio do método de segunda ordem de Euler, de acordo com o apre-

sentado em Hairer et al. (1987). Tal método implica utilizar, em primeiro passo, o proce-

dimento padrão de Euler como uma estimativa a ser empregada para diminuir o erro do

resultado numérico desenvolvido no segundo passo. Assim, aquela em t + δt, qn(t + δt)∗,
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é dada por:

qn(t+ δt)∗ ≈ qn(t) + δt
dqn
dt

∣∣∣
t

(2.11)

E o valor mais preciso do deslocamento relativo, qn(t+δt) é obtido por meio da fórmula

de ajuste:

qn(t+ δt) ≈ qn(t) +
δt

2

[
dqn
dt

∣∣∣
t
+
dq∗n
dt

∣∣∣
t+δt

]
(2.12)

Utilizando recursivamente (eq. 2.11 e 2.12), encontra-se um valor aproximado de qn(t).

Para este problema, foi utilizado um passo δt = 10−3 e a expansão apresentada na eq.

(2.8) foi truncada em no = 15. O modo solitônico foi inserido na rede por meio da condição

inicial dqn(t)
dt

= δn,N/2.

Ao longo dos intervalos de tempo estudados para este sistema, o controle de erro

dado pela diferença entre a norma da função de onda do elétron e a unidade, foi inferior

a 10−10. Tal controle é um indicativo da acurácia do método numérico utilizado. De

modo a proceder a uma segunda verificação dos resultados de qn(t) encontrados pelo

procedimento de Euler, foi aplicado também o receituário de Runge-Kutta de quarta

ordem (RK4) conforme Hairer et al. (1987). Ressalta-se que, após a aplicação destes, as

diferenças entre {qEn (t)} e {qRK4
n (t)}mostraram-se inferiores a 10−8. Uma vantagem do uso

do método de Euler, em detrimento de RK4, conjugado com o procedimento da expansão

truncada da série de Taylor é o gasto de tempo de máquina para executar a tarefa: aquele

demora, em média, um terço do tempo despendido pelo formalismo RK4-Taylor.

Em trabalhos anteriores, como em Lima e Silva (2006), Silva et al. (1996), Jr et al.

(2015), a equação da dinâmica de rede foi resolvida utilizando o método de Euler de

primeira ordem enquanto que a parte eletrônica, por se tratar de um sistema com elétrons

interagentes, foi resolvida por meio de um operador de evolução baseado no cálculo de

uma coleção de autovalores e de autovetores de elétrons isolados a partir do hamiltoniano

do problema.

Para cadeias longas, o processo de diagonalização de matrizes para cada passo torna-se

muito lento em relação ao método de expansão do operador temporal em série de Taylor.

2.3 Resultados e Discussão

Retomando alguns pontos da seção anterior, em todos os ensaios realizados, a condição

inicial implicou dispor o elétron ao centro da cadeia (i.e.
{
fn(t = 0) = δn,N/2

}
) e forçar

um modo solitônico, com pn = δn,N/2 e qn = 0.

Torna-se mister evidenciar o procedimento para evitar efeitos de borda no sistema.

Assim, toda vez que a probabilidade de se encontrar o elétron nas extremidades da cadeia
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fosse superior a 10−30, sua extensão foi ampliada de dez elementos a partir de cada uma

das margens.

Os parâmetros do modelo foram fixados com base na justificativa fornecida por Hen-

ning et al. (2007) de que os valores representavam uma aproximação razoável para a

modelagem de biomoléculas. Logo, τ = 10, α = 1.75 e V = 0.1.

De ińıcio, foi replicado o trabalho de Henning et al. (2007) em que considera F = 0,

ou seja, a ausência de campo elétrico externo à rede, com dois objetivos: o primeiro

está relacionado à visualização da formação do solectron (par elétron-soliton) e o segundo

repousa em mais uma oportunidade para validar o método numérico adotado. A dinâmica

da rede, bem como a do elétron, foram esquematizadas nos diagramas da figura 2.1.

FIGURA 2.1 – (a) Valor absoluto ao quadrado da componente da função de onda no śıtio
n, |fn|2 versus t e n para α = 1.75,τ = 10,V = 0.1 e F = 0. (b) Deformação da rede An
para situação equivalente a (a).
Fonte: Elaborado pelo autor.

Observando o diagrama da esquerda (figura 2.1(a)), foi posśıvel detectar o desloca-

mento do pacote de onda do elétron no sentido dos elementos de rede com numeração

positiva. O mesmo ocorreu com as regiões em que se concentravam as maiores deforma-

ções de rede (figura 2.1(b)). Esta grandeza foi obtida em função dos deslocamentos rela-

tivos das part́ıculas qn caracterizando-se pela expressão An = exp [−(qn − qn−1)]. Desta

forma, o ente com tratamento quântico permaneceu capturado em uma fração finita da

rede, movendo-se por ela ao longo de todo o intervalo analisado. Concomitantemente,

verifica-se a propagação da energia de deformação em modo solitônico ao longo da rede.

Um detalhe viśıvel no diagrama (a) da figura 2.1 é a ocorrência pequenos picos de |fn|2

fora do centro da rede. Estes picos representam a dispersão do pacote de onda ao longo da

rede. O mesmo tipo de ocorrência se deu nos trabalhos de M. G. Velarde (CHETVERIKOV

et al., 2011; HENNIG et al., 2008; HENNING et al., 2007; MAKAROV et al., 2006).

Os resultados obtidos para F = 0 estão de acordo com aqueles reportados em Henning

et al. (2007). Configura-se um ind́ıcio de acurácia do método numérico empregado neste
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trabalho.

Adiante, foram calculadas duas medidas para auxiliar a compreensão do transporte

eletrônico em rede não harmônica. A primeira é a posição esperada do elétron, denomi-

nada centróıde. E a segunda é a função de participação, que representa uma medida da

difusão do pacote de onda ao longo da rede. Utilizando as definições presentes em Sales

e Moura (2014), Santos et al. (2015), as expressões encontradas são, respectivamente:

< n(t) >=
∑
n

(n−N/2)|fn(t)|2 (2.13)

e

ξ(t) = 1/
∑
n

|fn(t)|4. (2.14)

Sobre o centróide, este foi calculado tendo como origem a posição do elemento central

da cadeia (representado pelo termo N/2).

O entendimento da participação como proxy da medida de variância do pacote de onda

é obtido a partir da observação de seus valores extremos: para um pacote concentrado

em um único śıtio k∗, |f ∗k (t)|2 = 1, portanto, ξ(t) = 1; e ξ(t) = N para a situação em

que |fn(t)|2 = 1
N

em todos os elementos da rede. No caso F = 0, ao se observar o
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FIGURA 2.2 – a) Posição esperada do elétron (centróide) (a) e participação (b) para
tempo elevado versus intensidade do campo elétrico F .
Fonte: Elaborado pelo autor.

perfil topológico apresentado na figura 2.1 (a), a participação permaneceu constante e o

centróide teve seu valor crescente durante o intervalo analisado.

Para a compreensão da dinâmica dos entes do sistema sob a condição F > 0, foram

utilizados os mesmos parâmetros adotados no cálculo para F = 0. Foi constrúıda a figura

2.2 em que se determinaram os valores do centróide e da participação do elétron em

tempo longo para diferentes valores de F . Ambas as medidas foram obtidas a partir de
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uma média temporal calculada no limite de tempo longo, a saber

< n >=
1

Ntempo

tmax∑
t=0.8tmax

〈n(t)〉

< ξ >=
1

Ntempo

tmax∑
t=0.8tmax

〈ξ(t)〉, (2.15)

onde tmax = 2 × 103 e Ntempo = 0.2tmax
δt

. Quando F < 2, o elétron aparentemente é

conduzido ao longo da rede, pois < n > possui valores muito maiores que zero no referido

intervalo. Em contrapartida, há aprisionamento do ente quando F > 2 (figura 2.2(a)).

Se uma part́ıcula está confinada em um potencial periódico em conjunto com uma força

externa constante, então surge um fenômeno denominado oscilação de Bloch. Este implica

que o elétron oscila em torno de uma posição fixa do sistema. Todavia, para o problema

analisado, pareceu haver uma competição entre o par elétron soliton e o campo elétrico.

Quando o campo é fraco, tende a prevalecer o estado em que o elétron é aprisionado ao

soliton e é conduzido por este ao longo da rede. A oscilação de Bloch parece ser verificada

somente em campos elevados (F > 2), quando o ente aparenta ter sua posição esperada

em tempo longo aproximadamente igual a zero.

A função de participação (figura 2.2(b)) apresentou valores inferiores a 40 para F ≤ 1, 5

e F > 2. Nesta região, o pacote de onda permaneceu, majoritariamente, agregado ao

soliton (F ≤ 1, 5) ou oscilando em torno da posição inicial (F > 2). No caso em que

1, 5 < F < 2, ocorreu uma divisão na distribuição de probabilidade do elétron ao longo da

rede em duas partes não despreźıveis: a primeira está concentrada em torno da posição

inicial e a outra está associada à dinâmica do par elétron-soliton. O maior valor observado

para a participação ocorreu para F ≈ 1.8 conforme apresentado na figura 2.2(b).

Um análise mais detalhada relativa ao comportamento do pacote de onda e à deforma-

ção da rede para 0 < F < 2 foi feita com base no conteúdo descrito pelas figuras 2.3 e 2.4.

Utilizando os mesmos parâmetros (τ = 10, α = 1.75 e V = 0.1), para o caso F = 0.5, 1,

(figura 2.3) verificou-se que a função de onda ficou dividida em duas partes: a fração

maior estava aprisionada ao soliton enquanto uma pequena parte permaneceu oscilando

em torno da posição inicial da rede. Pode-se supor que o par eletron-soliton surgiu a

partir das interações de Morse e do acoplamento elétron-fônon. Ademais, a deformação

da rede An mostrou-se de caráter solitônico, sofrendo pequenas alterações devido à in-

fluência do campo externo, que modificou ligeiramente o último termo da equação (2.7).

Este representa a força resultante da interação elétron-rede, e as aludidas variações em

sua magnitude implicam pequenas diferenças na distribuição das deformações de rede.

Na figura 2.4, foi exposta a evolução temporal de |fn(t)|2 e An ao longo da rede para

F = 1, 8 e para F = 2. Na primeira situação (figura 2.4 (a,c)), uma grande proporção
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FIGURA 2.3 – (a,c) Valor absoluto ao quadrado da componente da função de onda no
śıtio n, |fn|2 versus t e n para α = 1.75,τ = 10,V = 0.1 e F = 0.5, 1. (b,d) Deformação
da rede An para situação equivalente a (a,c).
Fonte: Elaborado pelo autor.

da densidade de probabilidade eletrônica ficou localizada em torno da posição inicial.

A menor parte, aparentemente, continuou capturada pelo modo solitonico, contrariando

os eventos em que F . 1.5 exemplificados, neste trabalho, por dois valores de F (ver

figura 2.3). Tal ocorrência explica o aumento da função de participação no intervalo

1, 5 < F < 2. Tomando o segundo caso (figuras 2.4 (b,d)), o elétron ficou localizado em

torno da posição inicial para o termo de acoplamento α = 1, 75. O mesmo ocorreu para

valores de F > 2.

O processo de competição entre o campo elétrico e as vibrações da rede não linear

para o problema de um elétron pode ser explicado pelo papel desempenhado pelo grau de

acoplamento elétron-fônon. Considerando, por exemplo, um valor pequeno de α = 0.1,

verificou-se que, para F = 0, 2; 0, 4; 0, 6, o elétron permaneceu capturado em torno da

posição inicial, com oscilações aproximadas às de Bloch. A figura 2.5 (a) evidenciou

tal caráter para os campos estudados, sendo confirmado pela transformada de Fourier

< n(ω) > do centroide (2.5 (b)). A frequência dominante corresponde aproximadamente

à magnitude do campo elétrico, estando em acordo com o modelo semi-clássico de dinâmica

eletrônica na presença de um campo elétrico uniforme. Desta forma, para uma interação

fraca elétron-fônon, mesmo com alterações devido hopping ao longo da cadeia gerando

uma mudança leve no grau de periodicidade dos potenciais, o campo elétrico captura o
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FIGURA 2.4 – (a,c) Valor absoluto ao quadrado da componente da função de onda no
śıtio n, |fn|2 versus t e n para α = 1.75,τ = 10,V = 0.1 e F = 1.8, 2. (b,d) Deformação
da rede An para situação equivalente a (a,c).
Fonte: Elaborado pelo autor.
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FIGURA 2.5 – Lado esquerdo: centróide do elétron para α = 0.1 e F = 0.2, 0.4, 0.6
.Lado direito: Transformada de Fourier < n(ω) > do centróide relativa a cada situação
apresentada à esquerda. Aparentemente, nestes casos, a dinâmica do elétron resume-se
à oscilações de Bloch com frequências de magnitude similar a do campo eletrostático
(ω ≈ F ).
Fonte: Elaborado pelo autor.

elétron promovendo uma oscilação de Bloch quase coerente, com ω ≈ F .

A partir de tais constatações, surgiu uma questão: Qual é o grau de acoplamento em

que ocorre uma transição entre o aprisionamento do elétron com oscilação quase Bloch e
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a captura deste pela onda solitária sendo conduzido ao longo da rede?

Para dar ińıcio à resposta, foram elaborados os diagramas da figura 2.6. Os grá-

ficos apresentaram os valores de < n(t) > em função do tempo para os valores F =

0, 2; 0, 4; 0, 6; 1, 2 e para diferentes fatores de acoplamento elétron-fônon α. Assim, verificou-

se que havia, para cada valor de F , valores de α que caracterizavam diferentes regimes

da dinâmica eletrônica. Uma elevada magnitude de α estava associada ao movimento do

elétron ao longo da cadeia e uma interação fraca relacionou-se com a localização do pacote

de onda.
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FIGURA 2.6 – Posição esperada do elétron < n(t) > versus tempo para F =
0.2, 0.4, 0.6, 1.2 e para valores distintos do grau de acoplamento elétron-fônon α. Verifica-
se que, quanto maior α, há maior facilidade de o elétron descrever dinâmica diversa à da
oscilação de Bloch, o que leva à conclusão de que deve existir, para cada F , um valor
espećıfico de α que separa o estado de oscilação de Bloch do elétron do estado em que se
observa o movimento do par elétron-soliton.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Dados os ind́ıcios preliminares da influência de α sobre o pacote de onda, o próximo

passo para um exame mais aprofundado acerca da pergunta anterior foi o de se elaborar,

por meios numéricos, um diagrama de fase envolvendo α e F . Este foi esboçado na fi-

gura 2.7. O procedimento utilizado para sua construção envolveu o acompanhamento de

< n(t) > e de ξ(t) para cada par (F, α). Quando < n(t) > possúıa frequência dominante

ω ≈ F e ξ(t) permanecia pequeno, isto caracterizava a fase de aprisionamento do pacote

de onda em torno da posição inicial em um tipo de oscilação quase Bloch. Em contrapar-
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tida, o estado de formação de um par elétron-soliton seria registrado caso não ocorressem

oscilações coerentes e o valor de < n(t) > se mostrasse crescente acompanhando a de-

formação da rede, com ξ(t) pequeno. Na situação F = 0, o par elétron-sóliton esteve

presente para os valores de α 6= 0 testados.

Logo, dado F , foram testados os valores de α que correspondessem à fronteira entre

as fases explicitadas. O ponto cŕıtico foi dado por αc =< αc > ±∆αc, em que a região

de tolerância foi ∆αc ≈ 0.05. Para α > αc, a fase é caracterizada pela formação do

par elétron-soliton e para α < αc, ocorrem as oscilações de Bloch. Dentro do intervalo

[< αc > −∆αc, < αc > +∆αc] há uma região cuja fase é indefinida.

0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5

F

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

α
c

electron-soliton pair

Bloch-like oscillations 

FIGURA 2.7 – Diagrama de fase αc×F . A linha com marcadores indica os pares ordenados
(αc, F ) em que ocorre o processo de transição entre os estados.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Na ausência de campo elétrico, existe um valor mı́nimo de αc ≈ 0.65±0.05 que separa

os dois estados. A dinâmica do elétron neste sistema, para α < αc, foi descrita da seguinte

forma: a maior parte do pacote de onda ficou livre e uma fração muito pequena desta foi

capturada pelo soliton. Assim, tal modo foi incapaz de permitir que a maior densidade

de probabilidade eletrônica caminhasse com velocidade semelhante a ele.

Ainda na figura 2.7, à medida que F cresce, o valor cŕıtico de αc também cresce. Para

F 6= 0, passa a existir a possibilidade de localização do pacote de onda na origem da rede,

pois há um potencial linear que aprisiona o elétron em torno da posição inicial propiciando

as oscilações de Boch. Desta forma, a intensidade elétron-fônon deve aumentar para

compensar o aprisionamento da part́ıcula.

O diagrama da figura 2.7 limitou-se a valores de F ≤ 1, 5, pois tanto na região de

mudança de regime de dinâmica do elétron para α = 1, 75 (1.5 < F < 2) quanto no

estado de aprisionamento do pacote de onda na posição inicial (F ≥ 2), somente foi

obtida precisão adequada nos cálculos para valores de acoplamento até α ≈ 2. É posśıvel

que, para algum valor de α maior que 2, haja formação de um par elétron-soliton para
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F > 1.5. Todavia, a hipótese não pôde ser confirmada devido à falta de precisão nos

cálculos, mesmo utilizando ferramentas como o método de Runge-Kutta de oitava ordem.

Além disso, alguns autores evitaram trabalhar com a situação α > 2 (HENNIG et al., 2008;

MAKAROV et al., 2006).



3 REDE UNIDIMENSIONAL NA

PRESENÇA DE DESORDEM E DE

ONDAS ACÚSTICAS

3.1 Introdução

Neste caṕıtulo, foi estudado o transporte eletrônico em um modelo unidimensional

de rede de tamanho N com desordem em seus elementos centrais e sob a influência de

uma onda acústica de superf́ıcie. Considerou-se, também, a hipótese de que os elétrons

livres não interagem entre si, somente sofrendo influência dos elementos nucleares da

rede. Concorrem a este caṕıtulo, as mesmas observações apresentadas anteriormente,

reiterando-as: salvo disposição em contrário, expĺıcita no texto, foram tomados como

sinônimos os termos elemento de rede, átomo e ı́on.

3.2 O Modelo

A representação matemática do sistema estudado foi elaborada com base em dois for-

malismos: para simular as vibrações da rede foram utilizados os preceitos da mecânica

clássica e, para a dinâmica do elétron, resgatou-se a álgebra de estados (ket) da teo-

ria quântica. As expressões dos hamiltonianos do elétron (He) e da rede (Hlattice) são,

respectivamente (3.1) e (3.2)

He =
N∑
m=1

εmf
†
mfm +

N∑
m=1

τm+1,m(f †m+1fm + f †mfm+1) (3.1)

e

Hlattice =
N∑
m=1

p2m
2Mm

+
1

4

N∑
m=1

[
(xm+1 − xm)2 + (xm − xm−1)2

]
, (3.2)
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onde Mm e εm representam, respectivamente, a massa do elemento m da rede e a energia

potencial percebida pelo elétron ao interagir com aquele. τm+1,m é o termo cinético asso-

ciado à mobilidade da função de onda entre núcleos próximos, f †m é o operador criação,

fm é o operador de aniquilação e xm e pm = Mmẋm correspondem à posição atômica em

relação ao locus de equiĺıbrio e ao momentum do elemento cujo śıtio é designado pelo

ı́ndice m, nesta ordem.

No hamiltoniano Hlattice , o primeiro termo da esquerda para a direita descreve a energia

cinética de cada átomo da rede e o segundo caracteriza, matematicamente, a energia po-

tencial interatômica, função não quadrática dos deslocamentos relativos entre o elemento

central e os vizinhos mais próximos da rede.

Visando a simular desordem ao longo da rede, foram constrúıdas, para cada m =

1, ..., N , as variáveis aleatórias εm e ηm, com distribuição de probabilidade uniforme no

intervalo [−W/2,W/2]. Essas ainda apresentam as seguintes propriedades: para todo

m = 1, ..., N , < εm >=< ηm >=< εmηm >= 0 e, para m 6= n, < εmεn >=< εmηn >=<

ηmηn >= 0. A massa do elemento do śıtio m é uma função da variável ηm, dada por

Mm = e(ηm). As observações de εm, ηm e Mm foram colhidas a partir dos resultados de um

gerador de números aleatórios, que obedeceram às hipóteses aqui postas. O algoŕıtimo

utilizado foi o de Park e Miller, com embaralhamento de Bays-Durham (PRESS et al.,

1996).

O liame entre os movimentos da rede e do elétron é dado pelo termo de hopping,

τm+1,m = −e[−α(xm+1−xm)], em que α representa, em unidade de espaço de rede, o termo

elétron-fônon. Tal formulação recupera, para valores pequenos de deslocamento entre

átomos vizinhos, a aproximação de Su, Schrieffer e Heeger (SSH) τm+1,m ≈ −[1−α(xm+1−
xm)] (SU et al., 1979).

O desenvolvimento matemático de expressões que regem a dinâmica dos entes foi

dividido em duas partes, a saber: a primeira está associada ao movimento do elétron e a

segunda, ao progresso temporal das deformações da rede.

Para o cálculo da dinâmica do elétron, procedeu-se de acordo com o apresentado no

Caṕıtulo 2, a partir da representação da função de onda no espaço de śıtios da rede, com

Φ(t) =
∑

m cm(t)|m〉, onde cm(t) são as amplitudes de Wannier. A evolução temporal dos

orbitais resulta da equação de Schrödinger dependente do tempo (3.3):

i~
d|Φ(t)〉
dt

= He|Φ(t)〉 (3.3)

onde ~ = 1. Substituindo He em (3.3) por (3.1), obtém-se:

i
dcm(t)

dt
= εmcm(t)− e[−α(xm+1−xm)]cm+1(t)− e[−α(xm−xm−1)]cm−1(t). (3.4)
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Por seu turno, o modelo clássico da rede impeliu, indubitavelmente, o uso da equação

de Hamilton dpn(t)
dt

= − ∂H
∂qn(t)

. Devido à existência de um termo de acoplamento entre

os átomos e o elétron móvel, aquela deve ser empregada no sistema todo, com H =

He + Hlattice. Entretanto, conforme mostrado no caṕıtulo anterior, He é um operador,

pois foi delimitado sob a égide da teoria quântica devendo, portanto, ser compatibilizado

ao uso do formalismo anterior. Assim, a expressão correta do hamiltoniano para o caso

em tela é H = 〈Φ(t)|He|Φ(t)〉 + Hlattice, gerando a equação da progressão temporal das

deformações da rede

Mm
d2xm
dt2

= xm+1 − 2xm + xm−1

− α{e[−α(xm+1−xm)](c∗m+1(t)cm(t) + cm+1(t)c
∗
m(t))

− e[−α(xm−xm−1)](c∗m(t)cm−1(t) + cm(t)c∗m−1(t))}, (3.5)

Findada a exteriorização matemática do sistema, recorreu-se, em seguida, à delimita-

ção da influência denominada onda acústica de superf́ıcie (SAW). Esta foi inserida por

meio da vibração harmônica de um elemento da rede, localizado no śıtio m = 0, sendo sua

propagação efetivada por meio das variações das energias potenciais de interação entre os

ı́ons. Neste trabalho, a onda foi descrita por

x0 = A0 cos (ωt), (3.6)

onde ω representa a frequência da onda acústica.

As condições iniciais do problema recáıram sobre o elétron (localizado no śıtio m = 1,

perfazendo o estado |Φ(t = 0)〉 =
∑

m δm,1(t = 0)|m〉), sobre os deslocamentos e sobre as

velocidades dos átomos (xm(t = 0) = ẋm(t = 0) = 0 para m ∈ [1, N ]).

O procedimento numérico aplicado a este caso foi o de combinar a expansão de Taylor

de ordem elevada para o elétron com o método das diferenças finitas de segunda ordem,

destinado à rede. No Caṕıtulo 2, foram pormenorizados os detalhes do emprego da pri-

meira técnica em um sistema análogo ao aqui exposto, restando sua apresentação geral.

Destarte, a equação de Schrödinger, sob a forma de vetores de estado é descrita por

|Φ(∆t)〉 = U(∆t)|Φ(t = 0)〉, onde U(∆t) é o operador de evolução temporal e pode ser

representado pela expansão truncada em no (MOURA, 2011):

U(∆t) = exp (−iHe∆t) = 1 +
no∑
l=1

(−iHe∆t)
l

l!
(3.7)

onde He corresponde ao hamiltoniano de um elétron. Fazendo (3.7) recursivamente,
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obtém-se a função de onda em t.

Por seu turno, o último processo consiste em uma discretização da eq. (3.5) reescre-

vendo a derivada temporal:

d2xm
dt2

≈ xm(t+ ∆t)− 2xm(t) + xm(t−∆t)

(∆t)2
(3.8)

Logo, a eq. (3.5) pode ser resolvida numericamente sob a forma:

xm(t+ ∆t) ≈ 2xm(t)− xm(t−∆t) +
(∆t)2

Mm

{xm+1(t)− 2xm(t) + xm−1(t)

− α[e[−α(xm+1(t)−xm(t))](c∗m+1(t)cm(t) + cm+1(t)c
∗
m(t))

− e[−α(xm(t)−xm−1(t))](c∗m(t)cm−1(t) + cm(t)c∗m−1(t))]}, (3.9)

Todos os cálculos foram realizados fixando-se o passo em ∆t = 1×10−3 e truncando-se

a expansão (3.7) em no = 10. A partir desses valores, foi posśıvel manter a precisão numé-

rica, calculada pelo desvio absoluto da soma dos quadrados dos módulos das amplitudes

de Wannier em relação a 1, em ńıvel inferior a 10−10 (|1−
∑

m |cm(t)|2| < 10−10) ao longo

de todo o intervalo estudado (tmax ≈ 3× 104) e para os valores dos parâmetros avaliados.

Após resolver, por meio computacional, as equações, foram calculadas duas grandezas

normalmente utilizadas na avaliação do transporte eletrônico em modelos com desordem: a

posição média do elétron (centroide) e seu desvio padrão, assim definidos, respectivamente:

< m(t) >=
∑
m

(m)|cm(t)|2 (3.10)

e

σ(t) =

√∑
m

(m− < m(t) >)2|cm(t)|2. (3.11)

As expressões assemelham-se às encontradas em Moura (2013), Sales et al. (2015),

Santos et al. (2015). O centroide, para o instante t, é a posição média de um elétron em

relação ao centro de uma cadeia autoexpandida e o desvio quadrático médio fornece uma

estimativa do tamanho do pacote em t.

3.3 Resultados e Discussão

A partir das condições iniciais e dos parâmetros estabelecidos na seção anterior, foi

utilizado W = 2 para gerar os resultados evidenciados nas figs. 3.1, 3.2, 3.3. Devido à

presença de desordem na distribuição das massas, o intervalo permitido de frequências
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de oscilação do gerador de ondas acústicas (elemento localizado no śıtio m = 0) foi

forçosamente determinado em ńıveis baixos (ω << 1), caso contrário, haveria prejúızo

sobre o estudo propagação dos modos vibracionais em redes harmônicas com desordem,

conforme experimentado por Sales et al. (2012).

Para minimizar os efeitos de borda, foi constrúıda uma cadeia autoexpandida na qual

a regra de inserção de elementos foi estabelecida do seguinte modo: se tanto a vibração

atômica quanto a probabilidade de se encontrar o elétron no lado direito da rede fossem

superiores a 10−20, então seriam criados 10 novos śıtios à direita desta.

Reforçando o exposto na seção anterior, a convergência numérica foi assegurada para

todos os resultados apresentados neste caṕıtulo por meio do teste da norma do pacote de

onda, havendo um desvio menor que 10−10 da unidade (|1−
∑

m |cm(t)|2| < 10−10).

Por se tratar de um problema que envolve desordem, um fenômeno aleatório, ressalta-se

que, para cada quadra de parâmetros estudados (α, ω,A0,W ), foram obtidas 30 medições

de cada uma das variáveis < m(t) >, σ(t), |cm(t)|2 para cada instante t e, em seguida,

aferiu-se a média amostral de cada uma delas, compondo, assim, os resultados descritos

pelas Euuras 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4. Não houve necessidade de se constrúırem intervalos de

confiança, dado que o erro padrão da amostra foi muito pequeno em comparação com as

médias obtidas. De acordo com a fig. 3.1, foi posśıvel verificar que, na ausência de acopla-

mento elétron-fônon (α = 0), independentemente das frequências de oscilação do gerador

(bombeamento) analisadas, ω = 0.1, 0.2, 0.3, o elétron permaneceu localizado próximo

a sua posição inicial, estando em consonância com o modelo padrão unidimensional de

Anderson com desordem diagonal, cuja magnitude é da ordem do comprimento de banda.

Desta forma, a distribuição eletrônica foi caracterizada por autoestados localizados expo-

nencialmente, gerando a convergência de σ e de < m(t) > em t >> 1.

Nos casos em que α > 0, tanto σ quanto < m(t) > cresceram ao longo do tempo. Ao

avaliar o regime de difusão da dinâmica eletrônica, foi evidenciado, nas situações em que

α > 0, comportamento subdifusivo: σ ∝ tζ , com ζ = 0.4− 0.45.

Conforme observação realizada sobre os diagramas da figura 3.1, foi posśıvel encontrar

ind́ıcios de uma ruptura da localização de Anderson resultando um transporte de carga

mediado pela associação entre a interação eletron-fônon e o bombeamento da onda acústica

na extremidade esquerda da rede. Aparentemente, a oscilação externa tende a empurrar o

pacote de onda ao longo da cadeia. Em busca de um reforço da tese proferida no parágrafo

anterior, foi necessário compreender a evolução da dinâmica eletrônica ao longo da rede.

A figura 3.2 mostra o comportamento das amplitudes de probabilidade do ente quântico

(|cm(t)|2) versus m e t para valores espećıficos dos parâmetros ω = 0.1, 0.2 e α = 0, 0.5.

Em (a), verificou-se que o pacote de onda permaneceu localizado à esquerda da rede e,

na situação em que o acoplamento elétron-fônon estava presente (b), aquele espargiu ao
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FIGURA 3.1 – Posição média e desvio quadrático médio calculados para ω = 0.1, 0.2, 0.3
e α = 0 até 0.5. A amplitude do oscilador harmônico foi A0 = 1. Para α > 0 foi posśıvel
observar que tanto m(t) quanto σ(t) aumentam ao longo do tempo. Os cálculos sugerem
que a quebra da localização de Anderson deve-se ao acoplamento do elétron com o modo
acústico gerado na extremidade esquerda da cadeia de átomos.
Fonte: Elaborado pelo autor.

longo da cadeia à medida que o tempo evolúıa. Estes resultados corroboram o que foi

visualizado na figura 3.1, robustecendo a ideia de que o transporte eletrônico é posśıvel

quando há associação entre o elétron e os modos acústicos da rede. As influências de

variações dos demais parâmetros sobre o sistema também foram estudadas. Na figura 3.3,

foi analisado o efeito da amplitude da oscilação induzida pelo elemento à esquerda da rede

A0 sobre o transporte eletrônico. Foram constrúıdos os gráficos do centroide < m(t) >

e da largura do pacote de onda σ versus tempo para ω = 0.1, α = 0.1, 0.2 e para
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FIGURA 3.2 – |cm(t)|2 versus t e m para ω = 0.1, 0.2 e α = 0, 0.5.
Fonte: Elaborado pelo autor.
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FIGURA 3.3 – Centroide < m(t) > e a difusão do pacote de onda σ versus tempo para
ω = 0.1, α = 0.1, 0.2 e A0 = 2, 3, 4.
Fonte: Elaborado pelo autor.
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A0 = 2, 3, 4. As medidas aparentaram um pequeno aumento para valores crescentes de

A0. Qualitativamente, as observações não diferiram do exposto nas figuras 3.1, 3.2 e

3.3, isto é, dentro da aproximação harmônica, os modos acústicos promovem o transporte

eletrônico, desde que elétron e as vibrações da rede estejam acopladas. Deve-se acrescentar

que o ńıvel de desordem considerado, W = 2, é da mesma ordem da largura de banda

eletrônica de uma rede cristalina.

Em ńıveis mais altos de desordem, o transporte eletrônico foi mantido. A figura 3.4

mostra as medidas < m(t) > e σ versus tempo para diferentes valores de desordem

W = 3, 4, 5 (W = 5 é considerado desordem forte em cadeias unidimensionais), mantidos

fixos ω = 0.1 e α = 0.2. Todavia, tanto a difusão quanto a posição média do elétron

diminúıram com o incremento de W . A dinâmica manteve seu caráter subdifusivo.
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FIGURA 3.4 – Centroide < m(t) > e a difusão do pacote de onda σ versus tempo para
ω = 0.1, α = 0.2, A0 = 1 e W = 3, 4, 5.
Fonte: Elaborado pelo autor.



4 CONCLUSÃO

O objetivo deste trabalho foi o de estudar o transporte eletrônico em sistemas de baixa

dimensionalidade com interação elétron-fônon e sob a influência de campo elétrico.

Na intodução, foi apresentado um histórico dos principais modelos de dinâmica de

elétrons em sólidos rememorando as contribuições de Drude, Sommerfeld, Bloch e Ander-

son. Em seguida, fez-se uma revisão da literatura sobre os tipos de interações que foram

analisadas em detalhe ao longo da obra.

As linhas contidas no caṕıtulo 2 foram dedicadas ao exame da contribuição de um

campo elétrico estático sobre o transporte eletrônico em uma rede unidimensional de

Morse com acoplamento elétron-fônon. O elétron foi tratado como um ente da teoria

quântica, enquanto as vibrações da cadeia de átomos foram descritas nos cânones da

mecânica clássica.

A interação do elétron com a rede foi representada pelo pelo termo de hopping entre

os śıtios vizinhos como função da distância efetiva entre estes.

Resolvendo numericamente as equações da dinâmica do modelo na condição inicial de

elétron e de deformação localizados em um único śıtio da rede, verificou-se resumidamente

que, para campo elétrico de intensidade baixa, ocorreu a formação de um par elétron-

soliton destruindo, desta forma, as oscilações de Bloch, assim evidenciando a dominância

daquele par sobre tal influência externa. Em elevadas magnitudes do campo, o ente

quântico permaneceu preso em torno do śıtio em que se encontrava inicialmente e o modo

solitonico propagou-se pela rede com perdas diminutas de energia.

Sobre a competição entre campo elétrico e acoplamento elétron-fônon, foi ainda cons-

trúıdo um diagrama de fase em que se buscou encontrar a região cŕıtica de transição da

fase oscilatória para a do par elétron-soliton. Tal conjunto foi obtido a partir do compor-

tamento do sistema dados os valores do campo elétrico e da constante de acoplamento.

O caṕıtulo 3 contém o estudo da dinâmica de um elétron inicialmente localizado em

uma rede harmônica com desordem não correlacionada e com acoplamento elétron-fônon,

sob a influência de uma onda acústica que atua sobre as deformações da cadeia. Os

formalismos da rede e do elétron foram apresentados de modo análogo ao retratado no
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caṕıtulo anterior, bem como o termo de hopping, que também possui dependência em

relação à distância efetiva entre átomos próximos.

Por meio de métodos numéricos empregados nas expressões relativas à progressão

temporal do sistema, foi verificado que o acoplamento elétron rede e o bombeamento

da onda acústica, em ação conjunta, anularam o fenômeno da localização de Anderson.

Mesmo para um ńıvel elevado de desordem, ainda se observou a mobilidade elétrica ao

longo da rede.

Após a realização dos experimentos computacionais supracitados, algumas questões

ficaram em aberto, sugerindo posśıveis estudos futuros. Dentre elas, pode-se citar o pro-

blema de transporte eletrônico em sistemas similares aos aqui estudados na presença de

elétrons interagentes ou em redes com topologias diferentes.
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BLOCH, F. Über die quantenmechanik der elektronen in kristallgittern. Zeitschrift für

physik, Springer, v. 52, n. 7-8, p. 555–600, 1929.

CHETVERIKOV, A.; EBELING, W.; VELARDE, M. Controlling fast electron transfer

at the nano-scale by solitonic excitations along crystallographic axes. The European

Physical Journal B, Springer, v. 85, n. 8, p. 1–8, 2012.

CHETVERIKOV, A. P.; EBELING, W.; VELARDE, M. G. Properties of nano-scale

soliton-like excitations in two-dimensional lattice layers. Physica D, v. 240, n. 24,
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v. 22, n. 63, 2011. Dispońıvel em: <http://www.worldscientific.com/doi/abs/10.1142-

/S0129183111016063>.

MOURA, F. A. B. F. de. Numerical evidence of electron–soliton dynamics in fermi–pasta–

ulam disordered chains. Physica D: Nonlinear Phenomena, Elsevier, v. 253, p. 66–72,

2013.

NEAMEN, D. Semiconductor physics and devices. [S.l.]: McGraw-Hill, Inc., 2002.

PEIERLS, R. Zur theorie der elektrischen und thermischen leitfähigkeit von metallen.

Annalen der Physik, Wiley Online Library, v. 396, n. 2, p. 121–148, 1930.

PRESS, W. H.; TEUKOLSKY, S. A.; VETTERLING, W. T.; FLANNERY, B. P. Nu-

merical recipes in C. [S.l.]: Citeseer, 1996.

SAKURAI, J. J. Modern Quantum Mechanics. Los Angeles: Addison-Wesley, 1994.

SALES, M. O.; ALBUQUERQUE, S. S.; MOURA, F. A. B. F. de. Energy transport in

a one-dimensional harmonic ternary chain with ornstein–uhlenbeck disorder. Journal of

Physics: Condensed Matter, IOP Publishing, v. 24, n. 49, p. 495401, 2012.

http://journals.aps.org/prb/abstract/10.1103/PhysRevB.74.224304
http://journals.aps.org/prb/abstract/10.1103/PhysRevB.74.224304
http://journals.aps.org/pre/abstract/10.1103/PhysRevE.73.066626
http://journals.aps.org/pre/abstract/10.1103/PhysRevE.73.066626
http://www.worldscientific.com/doi/abs/10.1142/S0129183111016063
http://www.worldscientific.com/doi/abs/10.1142/S0129183111016063
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